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В данной работе рассматривается задача построения прогноза системы времен-
ных рядов с помощью многомерного обобщения метода «Гусеница»-SSA. По-
строены алгоритмы двух вариантов многомерного продолжения ( L  and K -
продолжение) и приведены условия продолжимости. На модельных примерах 
проведено сравнение рассмотренных методов прогноза между собой, а также с 
результатами применения SSA-прогноза к одномерным рядам по отдельности. 
Дополнительную информацию о методе и соответствующем программном 
обеспечении можно найти на сайте по адресу http://www.gistatgroup.com/gus/  
VARIANTS OF THE «CATERPILLAR»-SSA METHOD FOR 
FORECASTING OF MULTIDIMENSIONAL TIME SERIES / D.V. Stepanov 
(Mathematical Department, St.Petersburg State University, Universitetskij pr. 28, 
St.Petersburg Petrodvorets 198504, Russia, E-mail: dmitry.stepanov@mail.ru), N.E. 
Golyandina (Mathematical Department, St.Petersburg State University, Universi-
tetskij pr. 28, St.Petersburg Petrodvorets 198504, Russia, E-mail: ni-
na@ng1174.spb.edu). The problem of construction of simultaneous forecasts for sev-
eral time series with the help of multidimensional generalization of the «Caterpillar»-
SSA method is considered. Algorithms of two variants of multidimensional continua-
tion ( L  and K -continuation) are constructed and conditions of their existence are 
given. Investigation and comparison of the considered forecasting methods by means 
of simulation is performed. Additional information on the SSA method, its abilities 
and the corresponding software can be found on the site 
http://www.gistatgroup.com/cat/ 
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1. Введение 
 
В данной работе рассматривается задача прогноза временных рядов с по-

мощью метода «Гусеница»-SSA. А именно, исследуется многомерное обобще-
ние метода для одновременного прогноза системы временных рядов. 

Метод возник как метод анализа и первоначально применялся к одномер-
ным временным рядам (список соответствующей литературы можно найти в 
[1,3]). Отличительной чертой метода является то, что он не требует предвари-
тельного задания модели ряда. Тем не менее, он позволяет раскладывать вре-
менной ряд на интерпретируемые составляющие, такие как тренд (в частности, 
линейный или экспоненциальный), периодические компоненты и шум. При 
этом не надо заранее знать параметрический вид тренда, а также о наличие ко-
лебательных компонент и их периодах. 

Техническую основу метода составляет сингулярное разложение траектор-
ной матрицы, столбцами которой являются вектора вложения – отрезки ряда 
длины L , основного параметра метода, называемого длиной окна. Анализ чле-
нов сингулярного разложения позволяет сначала классифицировать их как от-
носящиеся к одной из компонент ряда, а затем выделить эту компоненту. 

Важным направлением развития метода SSA как метода анализа временных 
рядов является его обобщение для анализа многомерных временных рядов (см. 
[2,5] и ссылки на зарубежную литературу в [1]). За рубежом метод известен под 
названиями MSSA (Multi-Channel SSA) и E-EOFs (Extended Empirical Orthogonal 
Functions). Существует еще специальное обобщение SSA на двумерный случай 
– комплексный SSA (CSSA), но в данной работе мы не будем на нем останавли-
ваться. Перенос теории анализа одномерных рядов, изложенной в [3,6], на мно-
гомерный случай (MSSA и CSSA) был проведен в работе [5]. В частности, там 
исследовались вопросы, какие именно компоненты можно разделить тем или 
иным методом, какой метод в каком случае проявляется себя лучше, как выби-
рать параметры. Конечно, не всегда удается точно разделить компоненты ряда 
(например, отделить сигнал от шума) – в этом случае приходится говорить о 
приближенной разделимости. Численные эксперименты подтверждают, что ес-
ли ряды имеют похожую структуру (например, ряды имеют периодическую 
компоненту с одним и тем же периодом), то MSSA позволяет построить более 
точное разложение рядов по сравнению с применением одномерного SSA к ря-
дам по отдельности (что вполне естественно с общей точки зрения). При разных 
структурах рядов MSSA может несколько проигрывать по сравнению с SSA. 

Как только появляется метод, позволяющий выявлять структуру временного 
ряда, сразу возникает желание научиться продолжать эту структуру, строя тем 
самым прогноз (продолжение) временного ряда. В одномерном методе «Гусе-
ница»-SSA такую структуру задает линейная рекуррентная формула (ЛРФ), 
управляющая рядом. Известно, что любой ряд, являющийся суммой произведе-
ний полиномов, экспонент и гармоник, можно задать с помощью линейной ре-
куррентной формулы и начальных значений. Метод SSA позволяет находить 
коэффициенты линейной рекуррентной формулы, управляющей рядом (или его 
составляющей) и, следовательно, продолжить ряд [3,7]. Данный метод расширя-
ется на случай, когда продолжаемый ряд лишь аппроксимируется рядом, управ-
ляемым ЛРФ. 

Ряды, управляемые ЛРФ, тесно связаны с рядами конечного ранга, т.е. ря-
дами, сингулярное разложение которых при достаточно большой длине ряда N  
и достаточно большой длине окна L  имеет фиксированное число ненулевых 
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компонент. Это означает, что вектора, составленные из L -мерных отрезков 
временных рядов, лежат в некотором подпространстве L -мерного евклидова 
пространства. При некоторых не очень существенных условиях размерность 
этого подпространства совпадает с размерностью минимальной ЛРФ, управля-
ющей рядом, и базис подпространства определяет коэффициенты управляющей 
линейной рекуррентной формулы (не обязательно минимальной размерности). 
Именно таким способом метод «Гусеница»-SSA и определяет (приближенную) 
управляющую ЛРФ, тем самым, находя продолжающую ряд формулу. В случае 
рядов конечного ряда можно сказать, что мы продолжаем ряд, строя последова-
тельность векторов, лежащую в заданном подпространстве. 

В случае прогноза, построенного на основе многомерного SSA, использу-
ются аналогичные идеи. Однако есть и отличия. Понятие многомерного ряда 
конечного ранга является более сложным. Если каждый из рядов имел конеч-
ную размерность (управлялся ЛРФ), то и система таких рядов будет иметь ко-
нечный ранг. При этом если ряды совершенно разной структуры, то это выра-
зится в том, что ранг системы рядов будет равен сумме рангов рядов, ее состав-
ляющих. Если ряды имеют одинаковую структуру (и, как следствие, одинако-
вую размерность), то система таких согласованных рядов будет иметь ранг, 
равный той же самой размерности. Другое отличие состоит в том, что из-за 
несимметричности траекторной матрицы возникает два разных способа про-
должения, в пространстве столбцов (как и в одномерном случае) и в простран-
стве строк. В частном случае, когда каждый из рядов управляется ЛРФ, про-
должения в пространстве строк и столбцов совпадают. Однако при прогнозе ре-
альных рядов, когда речь идет лишь о приближенном продолжении (т.е. прогно-
зе), эти два метода дают различные результаты. 

Кратко остановимся на структуре работы. Во втором разделе данной работы 
излагается алгоритмическая структура метода MSSA. Третий раздел посвящен 
описанию многомерных временных рядов, управляемых линейными рекуррент-
ными формулами, а четвертый – понятию продолжения временных рядов. В нем 
строятся алгоритмы продолжения и приводятся условия продолжимости рядов. 
Построенные алгоритмы могут быть применены не только для продолжения ря-
дов, но и для их прогноза. В пятом разделе показывается, как именно строится 
прогноз, и с помощью метода Монте-Карло исследуются свойства рассмотрен-
ных вариантов прогноза многомерных временных рядов. 
 
 

2. Алгоритм многомерного общения 
 

Данный раздел содержит описание алгоритма MSSA, многомерного обоб-
щения метода SSA. 

Сначала введем несколько определений, касающихся перехода от времен-
ного ряда к матрице и наоборот. Пусть ( )10 ,, −= NN ggG K  – ряд длины N . Про-

цедура вложения есть преобразование исходного одномерного ряда в последо-
вательность L -мерных векторов, число которых равно 1+−= LNK : 

  ( )T
21 ,, −+−= Ljjj ggZ K , Kj ≤≤1 . 

Эти вектора, называемые векторами L -вложения, образуют траекторную 
матрицу временного ряда NG : [ ]KZZ ::1 K=Z . Записывая матрицу более по-
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дробно, заметим, что 2−+= kjjk gz , т.е. матрица Z  имеет одинаковые элементы 

на диагонали const=+ kj : 
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Теперь опишем обратный переход от матрицы к ряду, называемый диаго-
нальным усреднением. Пусть Y  – матрица размера KL×  с элементами iky , 

Lj ≤≤1 , Kk ≤≤1 . Положим ( )KLL ,min=∗ , ( )KLK ,max=∗  и 1−+= KLN . 

Пусть jkjk yz = , если KL < , и kjjk yz =  в остальных случаях. 

Диагональное усреднение переводит матрицу Y  в ряд ),,( 10 −= NhhH K  по 

формуле 

(1)  
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Это выражение соответствует усреднению элементов матрицы вдоль «диа-
гоналей» 2+=+ klj : выбор 0=k  дает 110 yh = , для 1=k  получаем 

2)( 21121 yyh +=  и т.д. 
Теперь мы можем непосредственно перейти к описанию алгоритма. Пусть 

наблюдается система из s  временных рядов произвольной длины 

( ) 1

0

)()( −

=
= kN

j

k
j

k fF , где sk ,,1K= . Параметр kN  есть длина k -го ряда. 

 
2.1. Шаг 1: вложение 

Выберем длину окна L  такую, что KNL <<1  для любого k . 

Для каждого k  вычислим 1+−= LNK kk  векторов L -вложения 

  ( ) ( )T)(
2

)(
1 ,, k

Lj
k

j
k

j ffX −+−= K , kKj ≤≤1 . 

Тогда траекторная матрица многомерного ряда ( ))()1( ,, sFF K  будет иметь 
вид 

  [ ] [ ])()1()()(
1

)1()1(
1 ::::::::

1

ss
K

s
K s

XXXX XXX KKKK == , 

где )(kX  – траекторная матрица ряда )(kF , соответствующая длине окна L . Раз-

мерность матрицы X  равна ∑
=

×
s

k
kKL

1

. 

 
2.2. Шаг 2: сингулярное разложение 

Результатом этого шага является сингулярное разложение траекторной мат-
рицы ряда. 
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Образуем матрицу 
T)()(T)1()1(T ss XXXXXXS ++== K . 

Поскольку S  неотрицательно определена, то ее собственные числа неотри-
цательны. Обозначим через Lλλ ,,1 K  собственные числа матрицы S , взятые в 

порядке убывания ( )01 ≥≥≥ Lλλ K , и через LUU ,,1 K  – ортонормированную 
систему собственных векторов матрицы S , соответствующих этим собствен-
ным числам. 

Пусть { }0чтотаких,,max >= jjd λ . Обозначив j

j

j UV T1
X

λ
=  для 

dj ,,1K= , получим разложение траекторной матрицы: 

(2)  dXXX ++= K1 , где T
jjjj VUλ=X . 

Отметим, что ортонормированные вектора jV  являются собственными вектора-

ми матрицы XXT , соответствующими тем же собственным числам jλ . 

В стандартной терминологии jλ  называются сингулярными числами, jU  

и jV  – левыми и правыми сингулярными векторами матрицы X  соответственно. 

Каждая из матриц jX  имеет ранг 1. Поэтому их можно назвать элементарными 

матрицами. Набор ( )jjj VU ,,λ  мы будем называть j -й собственной тройкой 

сингулярного разложения. 
На геометрическом языке система собственных векторов jU  задает орто-

нормированный базис в линейном пространстве, порождаемом столбцами ис-
ходной матрицы X . Аналогично, вектора jV  задают ортонормированный базис 

линейного пространства, порождаемого строками матрицы X . 
Разложение траекторной матрицы многомерного ряда ( ))()1( ,, sFF K  можно 

записать в виде 

  [ ]∑
=

=
d

k

sT
kk

T
kk UUUU

1

)()1( :: XXX K . 

Таким образом, для каждого из рядов получено разложение столбцов их тра-
екторных матриц (векторов вложения) по общему базису ( )dUU ,,1 K : 

(3)  ∑
=

=
d

k

T
kkUU

1

)1()1( XX , K , ∑
=

=
d

k

sT
kk

s UU
1

)()( XX . 

Отметим, что эти разложения, однако, не обязаны быть сингулярными разложе-
ниями траекторных матриц одномерных рядов.  
 

2.3. Шаг 3: группировка 
На основе разложения (2) процедура группировки разделяет все множество 

индексов { }d,,1K  на m  непересекающихся подмножеств mII ,,1 K . 

Пусть { }.,,1 piiI K=  Тогда результирующая матрица IX , соответствующая 

группе I , определяется как 
piiI XXX ++= K

1
. Такие матрицы вычисляются для 

mIII ,,1 K= , и разложение может быть записано в сгруппированном виде: 

(4)  
mII XXX ++= K

1
. 
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Процедура выбора множеств mII ,,1 K  и называется группировкой собственных 

троек.  
 

2.4. Шаг 4: диагональное усреднение 
На последнем шаге базового алгоритма каждая матрица сгруппированного 

разложения переводится в систему новых рядов длины N . 
Каждая матрица 

jIX  в сгруппированном разложении (4) разбивается на по-

следовательно расположенные матрицы соответствующего размера: 
[ ])()2()1( ::: s

IIII jjjj
XXXX K= . После этого для каждой из матриц )(k

I j
X , sk ,,1K= , 

производится диагональное усреднение по формуле (1), которое переводит ее в 

ряд )(~ k
I j

F . В результате каждое слагаемое в правой части (4) порождает много-

мерный временной ряд ( ))()1( ~
,,

~ s
II jj

FF K  – восстановленную аддитивную компо-

ненту исходного ряда ( ))()1( ,, sFF K . 
Таким образом, результатом применения алгоритма SSA как к одномерному 

( s =1), так и к многомерному ряду является его представление в виде суммы m  
рядов. Параметрами метода являются длина окна L  и способ группировки эле-
ментарных матриц. 

Для случая s =1 описанный выше алгоритм полностью совпадает с базовым 
алгоритмом SSA для анализа одномерных временных рядов. 
 
 

3. Ряды конечного ранга и ЛРФ 
 

3.1. Основные понятия и определения 
Суммируя и обобщая результаты, описанные в [3], можно дать несколько 

эквивалентных определений многомерного ряда ранга d . 
Многомерный ряд, состоящий из системы бесконечных вправо рядов, назы-

вается рядом конечного ранга d , если для любой длины окна dL ≥  выполнено 
одно из следующих эквивалентных условий:  
1) сингулярное разложение траекторной матрицы системы рядов имеет ровно 

d  ненулевых компонент, 
2) пространство )(LΛ , натянутое на вектора вложения многомерного ряда (оно 

называется траекторным пространством ряда) имеет размерность d . 
Для одномерных рядов можно ввести также понятие размерности ряда как 

минимальной размерности d  линейной рекуррентной формулы (ЛРФ) 

(5)  ∑
=

−++ =
d

k
kdjkdj faf

1

, где 0≠da , 

управляющей рядом. 
Соотношение рядов конечного ранга и конечной размерности в контексте 

метода SSA является важным для построения прогноза, так как метод на этапе 
группировки дает нам подпространства, натянутые на собственные вектора с 
номерами из rI , mr ,,1K= , а для построения продолжения соответствующих 

рядов 
rIF~  нам нужны линейные рекуррентные формулы. 
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Для бесконечных в обе стороны одномерных временных рядов 
( )KK ,,,, 101 fffF −=  ряд является рядом ранга d  тогда и только тогда, когда он 

является рядом размерности d . 
Для рядов вида ( )K,, 10 ffF = , бесконечных вправо, этот же результат ве-

рен, если не требовать выполнения условия 0≠da  в (5). 

Если рассматривать ряды конечной длины, то из того, что ряд является ря-
дом конечной размерности, следует, что он является рядом конечного ранга. 
Обратный результат, вообще говоря, не верен (теорема Бухштабера [3]). Именно 
это и служит причиной того, что при исследовании продолжимости рядов ко-
нечного ранга возникают условия этой продолжимости. В то же время, ряд, 
управляемый линейной рекуррентной формулой, является всегда продолжимым 
с помощью этой ЛРФ вне зависимости от выполнения условия 0≠da . 

Нам понадобится ввести еще одно понятие, связанное с рядами, управляе-
мыми ЛРФ. 

Рассмотрим характеристический полином линейной рекуррентной форму-
лы (5) ряда ( )K,, 10 ffF = : 

(6)  ∑
=

−−=
d

k

kd
k

d
d aP

1

)( λλλ . 

Обозначим за mk  кратности его различных корней pλλ ,,1 K , т.е. pm ≤≤1  и 

dkk p =++K1 . Тогда (см., например, [3]) верно следующее утверждение. 

Предложение 3.1. Ряд F  удовлетворяет линейной рекуррентной формуле 
(5) тогда и только тогда, когда имеет место выражение 

(7)  ∑ ∑
=

−

=










=

p

m

k

j

jn
mmjn

m

ncf
1

1

0

λ , 

где комплексные коэффициенты 0≠mjc  определяются первыми d  элементами 

ряда 10 ,, −dff K . 

Замечание 3.1. Слагаемое в скобках в правой части (7), соответствующее 
фиксированному m , назовем вкладом корня mλ  в ряд F . Аналогичным образом 

можно определить вклад произвольного набора корней. 
Замечание 3.2. Вклад вещественного корня mλ  имеет форму полинома по n , 

умноженного на n
mλ  (т.е., на экспоненту). Более того, соответствующие ему ко-

эффициенты mjc  также вещественны. Если корень mλ  является комплексным, то 

характеристический полином (6) имеет также сопряженный к нему комплекс-
ный корень lλ  той же кратности. Обозначим их как πωρλ 2i

m =  и πωρλ 2i
l

−=  с 

( )21,0∈ω . В этом случае соответствующие коэффициенты mjc  и ljc  также яв-

ляются сопряженными комплексными числами. Несложно показать, что сов-
местный вклад комплексно-сопряженных корней mλ  и lλ  имеет вид полинома 

по n  степени 1−mk  с вещественными коэффициентами, умноженного на 

)2cos( φπωρ +nn . 

Обозначим для любого ненулевого комплексного πωρλ 2i= , 2121 ≤<− ω  
и 0≥j  
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Здесь )Re(X  и )Im(X  – вещественная и мнимая части вектора X , 
LjQ C∈),(λ , а LjP R∈),(λ . 

Предложение 3.2. Пусть dL ≥ . Тогда вектора ),( jP mλ , где pm ,,1K= , 

1,,0 −= mkj K , образуют базис траекторного пространства )(LΛ  ряда F . 

Доказательство. Для временного ряда F и любого целого 0≥n  из предло-
жения 3.1 следует, что 

∑∑∑∑
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p
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k
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причем коэффициенты )(n
mja  ненулевые и вещественные. Произвольность выбора 

n  и очевидная независимость векторов ( )jP m ,λ  завершает доказательство 

предложения. 
 

3.2. Многомерные ряды конечного ранга  
В этом подразделе мы рассмотрим частный случай многомерных рядов ко-

нечного ранга, а именно, систему одномерных рядов конечной размерности. 
Естественно, такие многомерные ряды являются рядами конечного ранга и мо-
гут быть продолжены по линейным рекуррентным формулам, управляющим от-
дельными рядами. Остается исследовать вопрос, как размерность многомерного 
ряда определяется на основе размерностей одномерных рядов, и какой вид име-
ет базис траекторного пространства такого многомерного ряда. В следующем 
разделе мы рассмотрим вопросы продолжимости рядов конечного ранга в об-
щем случае. 

Итак, рассмотрим систему бесконечных рядов )()2()1( ,,, sFFF K , выберем 

длину окна 1>L  и обозначим ),()1,( ,, sLL ΛΛ K  их траекторные пространства. 

Пусть )(LΛ  – траекторное пространство многомерного ряда ( ))()2()1( ,,, sFFF K . 

Обозначим ранги одномерных рядов )(mF  как ),(dim mL
md Λ= , sm ,,1K= . 

Здесь и далее m  – номер ряда. Для каждого из рядов )(mF  можно записать ми-
нимальную линейную рекуррентную формулу: 

(8)  ∑
=

−++ =
m

mm

d

k

m
kdj

m
k

m
dj faf

1

)()()( , где 0)( ≠m
dm

a , sm ,,1K= . 

Рассмотрим характеристические полиномы рекуррентных формул (8) 

(9)  ∑
=

−−=
m

mm

m

d

k

kdm
k

dm
d aP

1

)()( )( λλλ , sm ,,1K= , 
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и введем следующие обозначения: 
)(mp  – количество различных корней полинома )()( λm

dm
P , 

)(m
rλ  – r -й корень полинома )()( λm

dm
P , 

)(m
rk  – кратность корня )(m

rλ . 
Таким образом, имеют место соотношения 
  m

m

p

m dkk m =++ )()(
1 )(K , sm ,,1K= . 

Обозначим, наконец, 

pλλ ,,1 K  – объединение множества корней полиномов )(,),( )()1(

1
λλ s

dd s
PP K , 

pκκ ,,1 K  – кратности корней pλλ ,,1 K . 

В случае совпадающих корней кратность корня в объединенном множестве счи-
тается равной максимальной из кратностей совпадающих корней. 

Предложение 3.3. 

1. Ранг многомерного ряда ( ))()2()1( ,,, sFFF K  равен ∑
=

=
p

r
rd

1

κ . 

2.  Вектора ( )jP r ,λ , где pr ,,1K= , 1,,0 −= rj κK , образуют базис простран-

ства )(LΛ . 
Доказательство. Утверждения следуют из предложения 3.2 и структуры 

траекторной матрицы многомерного ряда. 
Замечание 3.3. Если характеристические полиномы (9) имеют только общие 

корни, то временные ряды )(mF , sm ,,1K= , состоят из аддитивных компонент 
одного вида. Такие ряды можно называть согласованными. Для согласованных 
рядов ранг многомерного ряда существенно меньше суммы рангов рядов. 
Наоборот, если множества корней этих полиномов не пересекаются, то структу-
ра у каждого ряда своя и общих компонент ряды не имеют. При этом ранг си-
стемы рядов в точности равен сумме рангов рядов. При анализе реальных вре-
менных рядов мы, как правило, находимся между описанными ситуациями. 
 
 

4. Продолжение временных рядов 
 

В теории одномерного метода «Гусеница»-SSA продолжение временных 
рядов конечного ранга выполняется непосредственно по линейной рекуррент-
ной формуле, которую порождает траекторное пространство ряда. Для системы 
временных рядов возникает несколько способов продолжения, что связано с 
несимметричностью траекторной матрицы многомерного временного ряда 
(строки и столбцы траекторной матрицы имеют различную структуру). В этом 
разделе мы опишем каждый из вариантов продолжения. В данном разделе бу-
дем рассматривать случай рядов одинаковой длины, но все результаты обобща-
ются на случай рядов различной длины. 

Рассмотрим систему из s  вещественнозначных временных рядов 
)()2()1( ,,, sFFF K  одинаковой длины N  и выберем длину окна NL <<1 . Обо-

значим за LL R∈Λ )(  траекторное пространство, порожденное 1+−= LNK  
столбцами траекторной матрицы X  многомерного ряда ( ))()2()1( ,,, sFFF K , а за 

KK R∈Λ )(  – пространство, натянутое на вектора-строки матрицы X . Пусть 
)()( dimdimrank KLd Λ=Λ== X . 
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Целью этого раздела является построение условий продолжения ряда в про-
странстве столбцов и в пространстве строк траекторной матрицы. 

Но сначала приведем необходимые сведения из линейной алгебры. 
 

4.1. Подпространства и углы между ними 
В этом разделе мы приведем некоторые результаты, касающиеся линейных 

подпространств евклидова пространства и величине угла между ними. 
Рассмотрим n -мерное евклидово пространство nR . Для двух произвольных 

систем векторов lϕϕ ,,1 K  и mψψ ,,1 K  этого пространства обозначим 

  ( )
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Пусть 1Λ  и 2Λ  – два подпространства размерности p  и q . Обозначим ба-

зисы этих подпространств следующим образом: paa ,,1 K  и qbb ,,1 K . Рассмот-

рим матрицы Грамма 
  ( )p

ii
p
ii 111 }{,}{ === aaΓΓ , 

  ( )q
jj

q
jj 112 }{,}{ === bbΓΓ  

и введем также матрицу 
  ( )q

jj
p
ii 11 }{,}{ === baΓΦ . 

Определение 4.1. Угол ),( 21 ΛΛ= φφ  между подпространствами 1Λ  и 2Λ  
определяется соотношениями 

  ,
)det()det(

)det(
cos

21

T
2

ΓΓ

ΦΦ=φ  если qp ≤ , 

  ,
)det()det(

)det(
cos

21

T
2

ΓΓ

ΦΦ=φ  если qp > . 

Доказательство следующего предложения содержится в [4]. 
Предложение 4.1. Имеют место следующие утверждения: 

1. )det()det()det( 21
T ΓΓΦΦ ≤ . 

2. Равенство )det()det()det( 21
T ΓΓΦΦ = , т.е. 1cos2 =φ , выполняется тогда и 

только тогда, когда одно из подпространств 1Λ  и 2Λ  содержится в другом 
(если qp ≠ ) или если подпространства совпадают (если qp = ). 

3. Угол между подпространствами 1Λ  и 2Λ  равен углу между их ортогональ-

ными дополнениями: ),(),( 2121
⊥⊥ ΛΛ=ΛΛ φφ . 

Рассмотрим теперь случай, когда одно из подпространств имеет специфический 
вид. А именно, пусть 1Λ  – такое подпространство nR  размерности p , что его 

базис образует некоторая подсистема },,{
1 pii ee K  стандартного базиса из ортов 

},,{ 1 nee K . Пусть также подсистема },,{
1 qjj aa K  некоторого ортонормирован-

ного базиса },,{ 1 naa K  задает 2Λ , T
1 ),,( njjj aa K=a . 

В такой ситуации имеем 
  { } { } qp

mlji
qp
mlji mlml

a ,
1,1

,
1,1),( ==== == aeΦ . 
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Обозначим ssI  единичную матрицу размерности ss × . Справедливо следу-

ющее утверждение. 
Предложение 4.2. Если nqp ≤+ , то угол между 1Λ  и ⊥Λ2  определяется со-

отношением 
  ).det(),(cos T

21
2

ΦΦI −=ΛΛ ⊥
ppφ  

Доказательство. Рассмотрим два базиса пространства nR : стандартный ба-
зис },,{ 1 nee K , а также некоторый базис },,{ 1 naa K . Без потери общности далее 

можно считать базисы такими, что 
  },,{ 1 pee K   – базис 1Λ ,  },,{ 1 qaa K   – базис 2Λ , 

  },,{ 1 np ee K+   – базис ⊥Λ1 ,  },,{ 1 nq aa K+   – базис ⊥Λ 2 . 

Для этой пары базисов евклидова пространства nR  рассмотрим 
n

jiji 1,)},{( == aeΨ . 

  









=



























=
−−−

−

+

+++++

+

+

))(()(

)(

1,1

,11,1,11,1

1,,1

11,1111

qnpnqpn

qnppq

nnqnnqn

npqpqpp

pnqpqpp

nqq

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

DC

BA
Ψ

KK

MOMMOM

KK

KK

MOMMOM

KK

. 

Поскольку nnIΨΨ =T  и, следовательно, pppqpqqnpqnp IAABB =+−−
TT

)()( , то из 

предложения 4.1 следует, что 
  )det()det(),(cos T

)

T
()(21

2
pqpqppqnpqnp AAIBB −==ΛΛ −−

⊥φ . 

Поскольку pqAΦ = , то предложение доказано. 

Предложение 4.3. В условиях предложения 4.2, 0),(cos 21
2 >ΛΛ ⊥φ  тогда и 

только тогда, когда пространства 1Λ  и 2Λ  не имеют ни одного ненулевого об-
щего вектора. 

Доказательство. В обозначениях, введенных в доказательстве предложения 
4.2, получаем, что условие 0),(cos),(cos 12

2
21

2 =ΛΛ=ΛΛ ⊥⊥ φφ  равносильно тому, 

что 0)det( )(
T

)( =−− qpnqpn CC , что, в свою очередь, означает, что вектора-столбцы 

матрицы qpn )( −C  зависимы между собой, т.е. существует линейная комбинация 

этих векторов, равная нулевому вектору. Поэтому линейная комбинация с таки-
ми же коэффициентами векторов qaa ,,1 K , составляющих базис пространства 

2Λ , имеет pn −  последних нулевых координат. Таким образом, мы построили 

вектор, который принадлежит как 1Λ , так и 2Λ . 

Замечание 4.1. Из условия, что пространства 1Λ  и 2Λ  не имеют ни одного 
ненулевого общего вектора (т.е. пересекаются в нуле), следует выполнение 
условия nqp ≤+ . 
 

4.2. Многомерное L -продолжение 
Рассмотрим сначала продолжение многомерного ряда в пространстве 

столбцов )(LΛ . Оно полностью аналогично одномерному случаю. Поэтому соот-
ветствующие результаты приведем без доказательства. 
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Определение 4.2. Многомерный ряд ( ))()2()1( ,,, s
NNN FFF K  допускает L -

продолжение, если существует единственный вектор ( )T)()2()1( ~
,,

~
,

~ s
NNNN fffR K=  

такой, что все вектора L -вложения многомерного ряда ( ))(
1

)2(
1

)1(
1

~
,,

~
,

~ s
NNN FFF +++ K , где 

( ))()(
1

)(
0

)(
1

~
,,,

~ m
N

m
N

mm
N fffF −+ = K , sm ,,1K= , принадлежат )(LΛ . 

Фактически в определении 4.2 для существования продолжения требуется, 

чтобы для любого sm ,,1K=  вектора ( )T)()(
1

)(
1

~
,,, m

N
m

N
m

LN fff −+− K  принадлежали про-

странству столбцов )(LΛ , так как все остальные вектора вложения принадлежат 
этому пространству по определению. 

Для любого L -мерного вектора X  обозначим ∇X  вектор, состоящий из 
первых 1−L  компонент вектора X . Обозначим dPP ,,1 K  некоторый ортонор-

мированный базис пространства )(LΛ . Заметим, что в методе MSSA (и в SSA) в 
качестве такого базиса берутся левые сингулярные вектора dUU ,,1 K  сингуляр-

ного разложения траекторной матрицы ряда. 
Пусть jπ  – последняя координата вектора jP . Обозначим, наконец, 

22
1

2
dππν ++= L . 

Введем матрицу из последних )1( −L  значений временных рядов Y : 
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Лемма 4.1 Если )(L
L Λ∉e , то 12 <ν . 

Доказательство. Отметим, что 2ν  есть просто квадрат косинуса угла меж-
ду Le  и пространством )(LΛ , а )1( 2ν−  – это квадрат косинуса угла между Le  и 

пространством ⊥Λ )( )(L . Значит, если )(L
L Λ∉e , то 12 <ν . 

Предложение 4.4. Многомерный временной ряд ( ))()2()1( ,,, s
NNN FFF K  допуска-

ет L -продолжение тогда и только тогда, когда )(L
L Λ∉e , а само продолжение 

имеет в этом случае вид 

(10)  LN SR Y= , где ∑
=

−∇ ∈
−

=
d

j

L
jjL PS

1

1
21

1
Rπ

ν
. 

Заметим, что формула (10) означает продолжение каждого из рядов, входя-
щих в систему, по одной и той же одномерной ЛРФ, порожденной всей сово-
купностью рядов.  
 

4.2. Многомерное K -продолжение 
Рассмотрим теперь продолжение многомерного ряда в пространстве строк 

траекторной матрицы. Его свойства уже несколько отличаются от свойств од-
номерного продолжения. 

Определение 4.2. Многомерный ряд ( ))()2()1( ,,, s
NNN FFF K  допускает K -

продолжение, если существует единственный вектор ( )T)()2()1( ~
,,

~
,

~ s
NNNN fffR K=  

такой, что все вектора-строки траекторной матрицы многомерного ряда 
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( ))(
1

)2(
1

)1(
1

~
,,

~
,

~ s
NNN FFF +++ K , где ( ))()(

1
)(

0
)(
1

~
,,,

~ m
N

m
N

mm
N fffF −+ = K , sm ,,1K= , при длине окна, 

равной 1+L , принадлежат )(KΛ . 
Для любого вектора KsX R∈  обозначим sKsX )1( −∇ ∈ R  вектор, состоящий из 

всех компонент вектора X , кроме элементов с номерами, кратными K . Обо-
значим dQQ ,,1 K  некоторый ортонормированный базис пространства )(KΛ . За-

метим, что в методе MSSA в качестве такого базиса берутся правые сингуляр-
ные вектора dVV ,,1 K  сингулярного разложения траекторной матрицы ряда. 

Рассмотрим линейное векторное пространство ),( sK ∇Λ , натянутое на вектора 
s

d
s QQ ∇∇ ,,1 K . Пусть )(m

jπ  – элемент вектора jQ  с номером Km , где sm ,,1K= . 

Обозначим 

  





















=

)()(
2

)(
1

)2()2(
2

)2(
1

)1()1(
2

)1(
1

s
d

ss

d

d

πππ

πππ
πππ

K

MOMM

K

K

W , ( )s
d

ss QQQ ∇∇∇= ,,, 21 KQ . 

Введем вектора последних )1( −K  значений временных рядов 

  ( )T)(
1

)(
1

)( ,, m
N

m
KN

m ff −+−=Ζ K , sm ,,1K= , 

и составим из них вектор последних значений всей совокупности рядов 
sK )1( −∈Ζ R : 

  





















Ζ

Ζ
Ζ

=Ζ

)(

)2(

)1(

s

M
. 

Итак, мы сделали все необходимые нам обозначения и можем сформулиро-
вать утверждения, определяющие вид и условия для K -продолжения много-
мерных временных рядов. 

Предложение 4.5. Многомерный временной ряд ( ))()2()1( ,,, s
NNN FFF K  допуска-

ет K -продолжение тогда и только тогда, когда выполнено одно из двух эквива-
лентных условий 
1. Пространства },,,{ 21 sKKK eee K=Λ  и )(

2
KΛ=Λ  пересекаются в одной един-

ственной точке 0 . 
2. Существует 1T )( −− WWI ss  и sKd )1( −≤ . 

Само продолжение в этом случае находится по формуле 
(11)  Ζ−= − T1T )( WQWWI ssNR . 

Доказательство. Прежде всего отметим, что эквивалентность условий 1 и 2 
следует из предложения 4.3 и замечания к нему. Теперь докажем эквивалент-
ность этих условий K -продолжимости временного ряда. 

Необходимость. 
Предположим, что многомерный ряд ( ))()2()1( ,,, s

NNN FFF K  допускает K -

продолжение. Согласно определению 4.3, существует единственный набор чи-

сел ( ))()2()1( ~
,,

~
,

~ s
NNN fff K  такой, что все вектора-строки траекторной матрицы про-

долженного ряда при длине окна, равной 1+L , принадлежат )(KΛ . 
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Если теперь подпространства 1Λ  и 2Λ  имеют некоторую ненулевую общую 

точку ),,,( 21 sppp K , то набор )
~

,,
~

,
~

( )(
2

)2(
1

)1(
s

s
NNN pfpfpf +++ K  также является 

K -продолжением, т.е. мы приходим к противоречию. Таким образом, про-
странства 1Λ  и 2Λ  могут пересекаться в одной единственной точке 0 , и необ-
ходимость доказана. 

Достаточность. 
Пусть }{21 0=Λ∩Λ . Покажем сначала, что для любого вектора ),( sKZ ∇Λ∈  

существует единственный вектор )(KY Λ∈ , такой что ZY s =∇ . 
В самом деле, поскольку вектора s

d
s QQ ∇∇ ,,1 K  являются образующими про-

странства ),( sK ∇Λ , то s
dd

s QhQhZ ∇∇ ++= K11 . Вектор dd QhQhY ++= K11  принад-

лежит пространству )(KΛ  и, поскольку VY s =∇ , существование доказано. 
Пусть )(

21,
KYY Λ∈  и ZYY ss == ∇∇

21 . Тогда, во-первых, разница )(
21

KYY Λ∈−  

и, в то же время, 121 Λ∈− YY , что одновременно невозможно. Следовательно, в 

случае, когда 21 YY ≠  приходим к противоречию. Таким образом, доказана и 
единственность. 

Теперь перейдем к построению аналитической формулы для прогноза мно-

гомерного ряда. Возьмем ( )TT)(T)2(T)1( 0,,,0,,0, sV ΖΖΖ= K . Тогда найдутся такие 

числа kh  и )( jy , что ∑∑
==

=+
d

k
kk

s

j
jK

j QhyV
11

)( e . Взяв скалярное произведение обе-

их частей последнего равенства и kQ , получаем 

(12)  ∑
=

∇ +Ζ=
s

j

j
k

js
kk yQh

1

)()(),( π , dk ,,1K= . 

Если обозначить T
21 ),,,( dhhhH K=  и T)()2()1( ),,,( syyyY K= , то систему ра-

венств (12) можно переписать как 
(13)  YH TT WQ +Ζ= . 
Умножая скалярно обе части того же равенства на вектор jKe , получим соответ-

ственно 

  ∑
=

=
d

k
kkhy

1

)1()1( π , ∑
=

=
d

k
kkhy

1

)2()2( π , K , ∑
=

=
d

k

s
kk

s hy
1

)()( π  

или в матричной записи 
(14)  HY W= . 
Из равенств (13) и (14) следует, что 
  )( TT YY WQW +Ζ= . 
С учетом наших предположений о существовании обратной матрицы 

1T )( −− WWI ss , отсюда и следует, что 

  Ζ−= − T1T )( WQWWI ssY . 

Взяв )()(~ mm
N yf =  для sm ,,1K= , получаем YRN = . Таким образом, мы показали 

возможность продолжения, и нашли его явный вид. 
Замечание 4.2. Формулу (11) можно назвать многомерной линейной рекур-

рентной формулой. 
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5. Прогноз временных рядов. Численный пример 
 

В предыдущем разделе рассматривалась идеальная ситуация, в которой был 
возможен идеальный прогноз – продолжение ряда. Но при анализе реальных 
временных рядов такая ситуация случается редко. Поэтому рассмотрим более 
общий случай. 

Сначала заметим следующее. Пусть подпространство столбцов )(LΛ  (или 
подпространство строк )(KΛ , в зависимости от того, какой способ прогноза ис-
пользуется) траекторной матрицы ряда, допускающего продолжение, известно 
лишь приближенно. Обозначим это приближенное пространство rΛ , 

rr =Λdim . Тогда для построения прогноза (приближенного продолжения) 

можно заменить )(LΛ  (или )(KΛ ) в описании продолжения на rΛ , а прогноз по-
прежнему строить по формулам (10) или (11). Смысл такого прогноза (который 
называется рекуррентным) для одномерного случая подробно описан в [7]. 
Условия существования такого прогноза будут определяться уже свойствами 
пространства rΛ . 

Осталось пояснить, откуда берется приближенное подпространство rΛ . 
Пусть наблюдаемый ряд H  состоит из суммы ряда F , допускающего продол-
жение, и остатка G . Рассмотрим разложение временного ряда, построенное с 
помощью многомерного SSA. Если ряды F  и G  приближенно разделимы (см. 
[6] для точного определения этого понятия), то на этапе группировки мы можем 
выбрать набор индексов },,{ 1 riiI K=  так, чтобы матрица IX , построенная как 
сумма элементарных матриц сингулярного разложения (2) траекторной матрицы 
ряда H  с индексами из I , была близка к траекторной матрице ряда F . Возь-
мем в качестве rΛ  пространство столбцов (или строк) матрицы IX . В качестве 

базиса jP , rj ,,1K=  (или jQ , rj ,,1K= ) подпространства rΛ  можно взять ле-

вые сингулярные вектора jU , Ij ∈  (или правые сингулярные вектора jV , 

Ij ∈ ). Формулы (10) или (11) дают нам рекуррентные формулы для прогноза 
ряда. Остается еще вопрос, что брать в качестве начальных значений для этих 
формул. Решение этой проблемы следующее. При построении матрицы началь-
ных значений Y  (или вектора начальных значений Ζ ) вместо значений исход-
ного ряда можно использовать значения восстановленного ряда, т.е. ряда, полу-
ченного с помощью диагонального усреднения матрицы IX . Будем называть 
описанные варианты прогноза как MSSA-L и MSSA-K. 

Главным предположением для возможности прогнозирования является 
предположение о приближенной разделимости рядов F  и G , а точность про-
гноза напрямую зависит от качества этой разделимости. 

Сравним с помощью моделирования точность прогноза для различных схем 
прогноза при разных длинах окна. Возьмем двумерный случай 2=s  и сравним 
прогнозы в пространстве столбцов MSSA-L и в пространстве строк MSSA-K 
между собой, а также с прогнозом каждого ряда по отдельности с помощью од-
номерного рекуррентного прогноза на основе SSA [3,7]. 

Так как все рассматриваемые варианты прогноза задаются рекуррентными 
формулами, то с помощью этих рекуррентных формул можно делать прогноз на 
любое число точек вперед. 
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Опишем схему исследования. Предположим, что имеется некоторый беско-
нечный двумерный сигнал ( ))2()1( ,FF , будем рассматривать ряд ( ))2()1( , NN FF , со-

стоящий из его первых N  точек, выберем длину окна L  и зафиксируем правило 
выбора собственных троек, соответствующих сигналу (для разных вариантов 
метода этот выбор, в принципе, может быть различным). Тогда мы можем про-
моделировать V  независимых реализаций ( ))2(

,
)1(
, , kNkN GG  двумерного гауссовского 

белого шума с дисперсией 2σ  и затем применить процедуру прогноза на M  
точек к V  независимым временным рядам 

  ),(),( )2(
,

)2()1(
,

)1(
def

)2(
,

)1(
, kNNkNNkNkN GFGFHH ++= , Vk ,,1K= . 

Результатом является выборка из прогнозов на M  шагов вперед: 
  ),,( )1(

,1
)1(
, kMNkN ff −+K , ),,( )2(

,1
)2(

, kMNkN ff −+K  Vk ,,1K= . 

Другие варианты прогноза выполняются параллельно, с теми же реализациями 
шумового процесса. 

Введем обозначения для ошибок: 
)2()1( ,MSEMSE  – оценки средних квадратов отклонений прогнозов первого 

и второго рядов от истинных значений, полученных из ( ))2()1( ,FF , 
)2()1( MSEMSEMSE +=  – суммарная оценка среднего квадрата отклонения. 

Ниже рассмотрим два примера. В первом из них сигналы )1(F  и )2(F  выби-
раем согласованными, поэтому метод MSSA должен проявлять свои преимуще-
ства по сравнению с одномерными SSA. Во втором случае выбираем ряды несо-
гласованными и тут одномерный SSA должен показать свое преимущество. 
Проверим, подтверждаются ли наши утверждения в численных экспериментах. 

Возьмем 71=N , 252 =σ , 10000=V , 24=M .  
Пример 5.1. Гармонические ряды с одинаковыми периодами. 

  )12/2cos(30)1( kf k π= , )4/12/2cos(20)2( ππ += kf k , 1,,0 −= Nk K . 

По качеству восстановления сигнала (т.е. отделимости от шума) метод MSSA 
лучше, чем SSA. Этот же результат, как следствие, проявляется и при сравнении 
точности прогнозов (таблица 5.1). 
 

Таблица 5.1. Согласованные ряда: зависимость MSE  от длины окна L . 

 
Метод 12=L  24=L  36=L  48=L  60=L  

MSSA-L 10.685 7.119 7.258 7.345 8.609 
MSSA-K 12.003 8.255 7.462 6.574 7.802 
SSA 14.319 10.999 12.260 12.616 15.646 

 
Сравним теперь более подробно две схемы прогноза двумерного варианта 

метода MSSA-L и MSSA-K. Предварительные численные эксперименты пока-
зывали, что оптимальная длина окна в смысле качества разделимости равна 

48=L . Из рис.1 видно, что при оптимальном L  или большем, чем оптималь-
ное, схема MSSA-K оказывается более точной, чем MSSA-L. И наоборот, при 
маленьких L  точнее оказывается схема L -прогноза. 
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Рис. 1. Согласованные ряды: график зависимости MSE  от длины окна L . 

 
Пример 5.2. Гармонические ряды с разными периодами. 

  )12/2cos(30)1( kf k π= , )4/8/2cos(20)2( ππ += kf k , 1,,0 −= Nk K . 

Таблица 5.2 подтверждает, что ряды с разной структурой лучше анализиро-
вать и прогнозировать по отдельности, хотя при правильном выборе длины окна 
(в данном случае, 48=L ) разница незначительная. 
 

Таблица 5.2. Несогласованные ряды: зависимость MSE  от длины окна L . 

 
Метод 12=L  24=L  36=L  48=L  60=L  

MSSA-L 50.583 14.580 15.187 14.693 17.956 
MSSA-K 39.215 16.910 15.996 13.220 16.300 
SSA 14.588 11.109 12.647 12.773 16.008 
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